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例 1.3 (n頂点完全グラフKn). n個の頂点からなり，どの頂点のペアも必ず辺で結
ばれるようなグラフをn頂点完全グラフといい，これをKnと表す（図 1.4参照）．
図 1.4 完全グラフ
例 1.4 (2部グラフ). (i) 頂点が 2つのグループに分かれ，同じグループの頂点
どうしをつなぐ辺がないグラフを 2部グラフという．













図 1.7から分かるように，K5から 1つの辺 eを除いたグラフK5 − eや，K3,3か
ら 1つの辺 eを除いたグラフK3,3 − eも平面的である．
図 1.7 （左）K5 − eと同値な平面グラフ（右）K3,3 − eと同値な平面グラフ
※ 破線部分は，除かれた辺 eに対応する箇所を表している．
2 オイラーの公式
第 1節で，K5 − e, K3,3 − eは平面的であることを示した．今度は，次の問題を
考えることにする．









定義 2.1 (頂点数，辺数，面数). Gを平面グラフとする．Gに沿って平面を切り
開いてできる各ピース（連結成分）を面という．Gの頂点数を v(G), 辺数を e(G),
面数を f(G)で表す．また，χ(G)を次の式で定義する．
χ(G) = v(G)− e(G) + f(G) (2.1)
図 2.1の平面グラフでは，χ(G1) = 3, χ(G2) = 2である．





図 2.2 χ(G3) = 466− 819 + 355 = 2
(3)背理法をつかった不可能性の証明の具体例を与えることによって，学生に「背理法」の重要性
を認識させる．






定理 2.2 (オイラーの公式). Gを任意の連結な平面グラフとする．このとき，次
の等式が成り立つ．
χ(G) = 2 (2.2)
これを，平面グラフに関するオイラーの公式という．
証明. Gの辺数に関する数学的帰納法を使う．
第 1段階 Gを辺数 0の平面グラフとする．Gが 2以上の頂点を持つとすると，
それらをつなぐ辺が存在しないので，Gは非連結になる．これは，Gは連結であ
るという仮定に反する．したがって，Gはただ 1つの頂点からなる．このとき，
v(G) = 1, e(G) = 0, f(G) = 1である．よって，χ(G) = 1− 0+1 = 2となり，(2.2)
が成り立つ．したがって，帰納法の第 1段階は真である．
第 2段階（帰納法の仮定）Gの辺数が n以下のとき，χ(G) = 2が成り立つと仮定
する．
第 3段階（n+ 1の場合）G の辺数は，n+ 1であるとする．このとき，G は辺数
nの連結な平面グラフG′より，操作 Iまたは操作 IIにより得られる．
操作 I. G′の頂点とG′上にはない点を新しい辺 eでつなげることによってGが得
られる．このとき，頂点数と辺数は 1つずつ増えるが，1つの面が 2つ以上に分
図 2.3
離することはない．したがって，v(G) = v(G′) + 1, e(G) = e(G′) + 1であるが，
依然として f(G) = f(G′)である（図 2.3参照）．よって，χ(G)の定義 (2.1)より，






操作 II. G′の 2頂点をG′の 1つの面の上にある新しい辺で結ぶことによってGが
得られる．ことのとき，頂点数は変わらず，辺数は 1つ増える．また，1つの面が
2つに分離するので，辺数も 1つ増える（図 2.4参照）．したがって，v(G) = v(G),
e(G) = e(G′) + 1, f(G) = f(G′) + 1である．この場合も χ(G)の定義 (2.1)より，




図 2.4 右上のグラフでは内側の面が 2つに分離されている．一方，右下のグラフ
では外側の面が 2つに分離されている．
オイラーの公式を使うと，平面グラフに関する不等式が得られる．
定理 2.3. 頂点が 3個以上の平面グラフGに関し，次の不等式が成り立つ．







盾する．したがって，「小石の総数」 3f(G)が成り立つ．よって，3f(G)  2e(G)
となる．オイラーの公式 (2.2)より




証明. 背理法「数学 I」を使って証明する(7)．「K5 は平面的である」と仮定する．
v(K5)＝ 5, e(K5)＝ 10であるから，不等式 2.3より，10  3 · 5− 6＝ 9 が成り立
つ．これは矛盾である．よって，K5は平面的でない． 【証明終】
K3,3の場合，v(K3,3)＝ 6, e(K3,3)＝ 9である．これを，定理 2.3の不等式 (2.3)




定理 2.5. 頂点が 3個以上の平面 2部グラフGに関し，次の不等式が成り立つ．
e(G)  2v(G)− 4. (2.4)
証明. Gの各辺の両側に小石をおく．定理 2の場合と違い，2部グラフの場合，各
面には 3以上の偶数個の小石がおかれる．したがって特に，各面には 4個以上の小
石がおかれる（図 2.6参照）．したがって，「小石の総数」= 2e(G)  4f(G)が成
図 2.6
り立つ．よって，2f(G)  e(G)となる．オイラーの公式 (2.2)より
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